ETUDE DU MOUVEMENT VERTICAL D’UNE VOITURE

QUADRAT QUENTIN

1. PRESENTATION DU MODELE

On veut étudier le mouvement vertical d’une voiture dont le mouvement
horizontal est donné par le triplet (z(t),y(t),#(t)), ou ¢(t) est la direction
du véhicule. Celui-ci est modélisé en 3D, par une carcasse représentée par
une plaque (de longueur 2L, de largeur 2/, de masse ponctuelle M et de
moment d’inertie Iy et I,) a laquelle sont accrochées quatre roues (de rayon
r et de masse m) par des ressorts (de rigidité k).

On note I, le moment d’inertie par rapport a ’axe longitudinal de la
voiture (roulis), Iy le moment d’inertie par rapport a l'axe transversal de
la voiture (tangage), g la gravité, u(x,y) l'altitude du sol, z(¢) I'altitude du
centre de gravité de la carcasse, z1(t)...z4(t) les allongements des quatre
ressorts de la suspension de la voiture, # ’angle de tangage et « ’angle de
roulis.
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2. CALCUL DES ENERCIES CINETIQUES

De la premiére roue : 1/2m(z + LO + 31 + 1&)? .
De la deuxiéme roue : 1/2m(z + LO + 5 — 1&)? .
De la troisieme roue : 1/2m(3 — LO + 23 — &) .
De la quatriéme roue : 1/2m(% — L6 + 24 + 1&)?
De la caracasse : 1/2(M32 + Ip0% + I,62) .

3. CALCUL DES ENERGIES POTENTIELLES

Des quatre roues : mg(4z + 21 + 22 + 23 + 24) .
Des quatre ressorts : 1/2k(2? + 23 + 23 + 23) .
De la caracasse : Mgz .

Soit :
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L’énérgie de la réaction du sol sur la premiéme roue est alors de 1/2R? |
celle de la deuxiéme roue : 1/2R3 , celle de la troisieme : 1/2R3 et enfin la

quatrieme : 1/2R? .

4. PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION

On trouve :

SA = / ME6% + 1060 + I,6660 — 2M gdz

—2mg(46z + 021 + 022 + 023 + d24)
— ]{3(21521 + 29029 + 23023 + 24524)

+m(z+ 2 4 L0+ 16) (0% + 02, + L0 + 166

)
+m(é’+2’2+L9 ) 52+522+L59 a)
)
)

(
+m(z+ 23 — LO — 1&) (0% + 623 — L6 — 166
(

+m(z+ 24— LO+ 1) (0% + 024 — L0 + 166

+ R1(0z+ 021 + LOO + oo — 1)
+ Ro(0y + dya + L6O — 1o — 1)
+ R3(dy + dys — LéO — lda — 1)
+ R4(0y + dys — LG + 1o — 1)
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La variation de ’action aprés intégration par partie vaut :
SA = / — M6z — Iy060 — I,éda — 2M gdz
—2mg(46z + 0z1 + 022 + dz3 + 524)

— kz1021 — k29029 — kz3dz3 — kz4024

—4mZdz —mZ(0z1 + 022 + dz3 + d24)

— mZ10z1 — mZa0z9 — mZ3023 — MZ4024

— (21 + Zo + Z3 + Z4)mdz

— (21 + 29 — Z3 — Z4)mLd0

— (21 — Zo — Z3+ Zy)mlda

— (021 4+ 029 — 023 — 624)mL§

— 4mL2056 — 4ml*éda

— (021 — 029 — 023 + dz4)mlév

+ R1(0z + 021 + L6 + L)

+ Ro(dz + 029 + LoO — ldax)

+ R3(dz + 023 — LoO — lda)

+ Ry(0z + 024 — L6O + L) .
On trouve un systeme d’équation différentielle :

m(Z1 + Zo + Z3 + Z4) B Ri+ Ry + Rs+ Ry

1) M + 4m B M + 4m —%
(2) kzi +m(% + 2+ L+ 1&) = —2mg + Ry .
(3) kzo +m(Zy + %+ L — 1&) = —2mg + Ry .
(4) kzs +m(Z3 + % — LO — 1é) = —2mg + Rs .
(5) kzy+m(Za+3—LO+16) = —2mg+ Ry .

. i
(6) m(21+22—§3—é4—|—4L9)—|—%:R1+R2—R3—R4.

I

(7) m(21—22—53+24+4ld)+Ta =R —Ro—Ry+Ry.
En faisant (2) plus (3) moins (4

(8) Ig@ = Lk(21 + 29 — 23 — 24)
(3

En faisant (2) plus (6) moins

) moins (5) moins (6), on obtient :

) moins (4) moins (7), on obtient :

9) Inév = 1k(z1 — 29 — 23 + 24) .

En faisant (1) moins (2) moins (3) moins (4) moins (5), on obtient :
(10) Mz =—-2Mg+k(z1 + 22+ 23+ 24) .

Soit :

k(z1 + 2o + 23 + 24)
M )

LQk(Zl + 29 — 23 — 2’4)

Iy ’

=

Iy =
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B k(21 — 22 — 23 + 24)

Fs =
Iy
En utilisant les équations (8), (9) et (10); (2) s’écrit :
R —k
="l R _F-F.
m
De méme, on trouve :
. Ry — kz
=2 P~ R+ Fy,
m
. Rs — kz
fg=— 2 P4 F+Fy,
m
. Ry —kz
24:74 4—F1—|—F2—F3.

5. DISCRETRISATION DES EQUATIONS

Pour calculer les trajectoires des corps, nous pouvons approximer les
équations différentielles par des équations récurrentes, ou h désigne le pas
de discrétisation en temps :

21(t+h) = 2z1(t) — z1(t — h) + h? <R1_Tkzl(t) — Fy(t) — B2 (t) - F3(t)> :
zo(t + h) = 229(t) — 20(t — h) + h? <R2 ;@kz? — By (1) — By(t) + Fg(t)> ,

23(t + h) = 223(t) — z3(t — h) + h? <R3Tkz3(t) —F(t) + F(t) + Fg(t)> ,
ca(t 4 h) = 22a(t) — 24t — B) + B <R4 _n]zz4(t) _Fi(t) + Ba(t) — Fg(t)> ,

2(t +h) = 22(t) — z(t — h) + h? (F1(t) — 2g) ,
a(t + 1) _2a(t)_a(t_h)+@ |
h2Fy(t)

Ot +h) =20(t) = 0(t = h) + —




